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摘要 许多统计建模方法需要通过一个或多个调节参数来控制模型的复杂性. 这些调节参数可以是非

参数回归或密度估计中核光滑方法的带宽,也可以是在高维建模中利用正则化方法进行特征选择的相

关正则化参数. 调节参数选择在统计建模和机器学习中起着关键作用. 对于大规模数据分析, 诸如基

于信息准则的网格点搜索等常用的调节参数选择方法往往需要巨大的计算成本. 即使利用并行计算平

台, 常用方法的可行性仍值得怀疑. 本文旨在开发一种快速算法来有效地近似最优调节参数. 该算法

需要 (a) 假设一个参数模型来描述最优调节参数与样本大小之间的趋势, (b) 利用子采样数据拟合模

型并建立趋势,进而 (c)将这种趋势外推至大样本的情形. 为了确定子采样样本大小,在给定总计算成

本预算的约束下, 本文推导子采样的理论最优设计, 并进一步证明估计的设计具有渐近最优性. 本文

的数值研究表明, 在多个统计应用中, 即使利用一个简单的两参数幂函数模型, 所提出的算法所挑选

的调节参数与基于全数据集所得到的调节参数几乎一致, 同时显著地减少了计算时间和存储空间, 表

现出明显的优势.

关键词 渐近性 外推法 非线性模型 最优设计 预测误差 正则化方法
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1 引言

大多数统计或机器学习方法都需要通过调节一个或多个参数来达到所期望的性能.这样的调节参

数通常控制着模型的复杂性, 因此, 调节参数的选择在理论分析和实际应用中都具有重要意义. 统计

建模中有许多涉及调节参数选择的例子, 如非参数回归或密度估计中核光滑方法的带宽选取 [1]、通过

惩罚最小二乘方法进行变量选择时的正则化参数选择 [2, 3]、近邻分类中邻位顺序的确定 [4] 及基于阈

值的方法中阈值的选择 [5] 等. 最优调节参数往往依赖于未知的总体参数,所以不能直接应用于数据分
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析. 因此, 在实践中, 研究人员通常利用数据驱动的方法来选择调节参数. 但是, 对于具有超大样本量

的数据, 传统数据驱动的方式常常难以适用. 这需要我们针对大数据分析开发新工具, 关于这方面的

研究也引起了越来越多的关注.

现今, 尽管计算能力已经得到了稳步提升, 但大规模数据的激增仍然给有效选择调节参数带来了

挑战. 在统计学习问题中, 通常利用交叉验证、广义交叉验证、Mallow Cp 和 Bayes 信息准则等网格搜

索准则进行调节参数的挑选, 以便于统计模型达到较好的预测能力. 这种网格点搜索的计算复杂度为

O(dqT ), 其中 T 为给定调节参数下整个过程所需计算时间, d 为搜索每个调节参数所需的网格点数, q

为模型中调节参数的个数. 计算复杂度以 q 的指数倍速度增加,并且在实际中 d通常选取在 20到 100

之间, 因此, 调节参数选取可能非常耗时. 尽管一些可拓展的计算方法已经被开发用于减少计算或者

降低存储, 如分治策略 [6], 但这些方法仅能用于减少计算时间 T . 实际中, 即使 O(T ) 是可以承受的,

实际应用者也可能不愿使用计算时间 O(dqT ) 仅用于选择调节参数. 因此, 需要开发在计算上可拓展

的、同时可以保持良好统计特性的新方法.

当一种已建立的统计方法由于计算资源有限而不再适用时,常用的解决方案就是从数据中提取有

用信息的子抽样法 [7, 8]. 然而, 子抽样方法并不能直接应用于调节参数选取的问题, 因为最优调节参

数往往依赖于样本大小. 本文提出一种全新的算法, 称为 “基于子采样的外推法” (subsampling-based

extrapolation, 以下记为 SUBEX), 来解决这样一个问题: “在大数据分析中, 当给定计算时间预算时,

如何最佳地利用该预算来找到有效可靠的调节参数组合?”

本文提出的算法需要假设一个参数模型来描述最优调节参数与样本量之间的趋势,通过子采样的

数据拟合该模型并建立趋势, 进而将这种趋势外推至样本量较大的情形. 在一些较弱条件假设下, 我

们研究了所挑选的调节参数的渐近相合性和其收敛速度.实现该算法的一个关键问题是如何设计子抽

样样本大小. 我们得到一个最优设计, 该设计在总计算时间给定的约束下使得外推估计的渐近均方误

差最小, 并提出一种求解约束优化问题的有效算法. 由于所建议的最优设计涉及一些未知参数, 我们

建议首先获得相关参数的初步估计, 进而将这些估计代入最优设计中. 我们从渐近理论的角度证明了

利用插值所得到的最优设计与其总体版本具有相同的性能. 数值研究表明, 在广泛的实际应用中, 即

使对最优调节参数与样本量之间建立一个简单的两参数幂函数模型,基于所提出算法得到的调节参数

与使用全样本数据集所获得的调节参数具有几乎等效的表现,我们的算法可以同时显著降低计算时间

和存储空间.

本文余下内容的安排如下: 第 2 节提出一种全新算法, 并介绍子抽样最优设计的推导和估计及其

在理论上的论证. 第 3 节讨论在实际应用中所建议的算法的一些实现问题. 第 4 节主要进行数值研究

和展示一些实际数据示例. 第 5 节给出本文的讨论和总结. 附录 A 详述了相关理论证明.

2 调节参数选择的新方法

本节介绍调节参数选择基本算法、子抽样最优设计的推导和估计及一些渐近理论结果.

2.1 外推估计

假设全样本集合为 X = {X1, . . . ,XN}, A(X ;ϑ) 表示当给定调节参数 ϑ ∈ Λ ⊂ Rq 时所得到的估

计 (预测) 模型. 记挑选过程为 f , 该函数将数据集映射到调节参数空间 Λ, 如交叉验证或 Bayes 信息

准则. 假设 {Xi}ni=1 是一个样本大小为 n 6 N 的子集, λ(n) ∈ Λ 表示基于该子集利用 f 所确定的最
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优调节参数, 即

λ(n) = f({Xi}ni=1). (2.1)

本文所提出的外推步骤是将 λ(n) 建模为一个关于 n 的函数, 这里要求 n > n0, n0 为预先指

定的正整数, 进而将该模型外推至 n = N 的情形, 得到调节参数的外推估计量, 记为 λ̂(N). 假设

λ(n) = {λ1(n), . . . , λq(n)}⊤ 沿着 n 的趋势可以用以下模型描述:

λ(n) = g(n;θ) + {D(n)}1/2ε, (2.2)

其中 n > n0, ε = (ε1, . . . , εq)
⊤ 满足 E(ε) = 0 和 cov(ε) = Iq, D(n) = diag{σ2

1(n), . . . , σ
2
q (n)}. 令

g(n;θ) = {g1(n;θ1), . . . , gq(n;θq)}⊤, 且 gj(n;θj) (j = 1, . . . , q) 为关于 θ = (θ⊤
1 , . . . ,θ

⊤
q )

⊤ 的给定 (非

线性) 函数, 其中 θj ∈ Θj ⊂ Rpj 为 pj 维参数向量. 例如, gj(n;θj) = αjn
βj 和 θj = (αj , βj)

⊤. 在模

型 (2.2) 中, 允许 λj(n) 的方差可随着样本大小而变化, 这样的模型假设在实际中是合理的, 这是由于

我们通常认为 λj(n) 相对于均值函数 gj(n;θj) 的变化将随着 n 的增长而单调递减. 图 1 展示了关于

λj(n) 变化的一个示例.

给定一组样本 Vm = {n1, . . . , nm}, 其中 m > max16j6q pj ≡ p, 可以利用加权最小二乘方法估计

模型 (2.2), 即

θ̂j = argmin
θj∈Θj

m∑
i=1

wji{λj(ni)− gj(ni;θj)}2, j = 1, . . . , q, (2.3)

其中 λ(n1), . . . ,λ(nm) 通过独立随机子采样利用 (2.1) 获得. 考虑到方差异质性, wji 的标准选择是

1/σ2
j (ni) 的某个原始估计. 由此可以得到 λ̂(N) = g(N ; θ̂) 和 θ̂ = (θ̂⊤

1 , . . . , θ̂
⊤
q )

⊤.

注 2.1 模型 (2.2)是一般化多响应非线性模型的一种特殊情形 (参见文献 [9,第 11章]),其中简

单地假设不同调节参数对应的 θj 都是不同的,这使得我们可以分别逐个估计它们.否则, θ 是由 θj 中

所有不同元素构成的向量, 然后需要利用联合最小二乘进行估计. 模型 (2.2) 和相关的估计过程 (2.3)

极大地简化了计算, 并且足以满足我们的需求.
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图 1 (网络版彩图) 例 4.1(i) 所对应的 λ(n) 关于 n 变化的盒子图, 虚线表示每个 n 下对应的平均 λ
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我们已经在许多应用中证实, λj(·) 是一个单调函数, 特别是在 n 较大时. 例如, 在核光滑中, 渐近

最优带宽通常是 N 的多项式形式 [10]. 同样, 图 1 中的示例也提供了一些见解. 因此, 在调节参数选

取问题中找到一个合适的外推法并不太难. 第 3.3 小节详细地讨论了一个两参数幂函数模型, 并将该

模型广泛地应用于第 4 节中. 数值模拟结果表明, 即使使用这种简单的外推法也可以获得相当优良的

预测 λ̂(N), 而且该过程可以广泛应用在大量的统计学习问题中. 相比于外推估计的准确性, 更重要的

是, 我们发现对于任何特定的学习方法, 基于该外推估计可以获得一个足够好的 A(X ;λ(N)) 模型近

似. 关于此问题的更多讨论可参见第 2.4 小节.

2.2 子抽样样本大小的最优设计

要实现外推法, 我们必须指定子抽样样本 Vm = {n1, . . . , nm} 的大小, 其中 n1 6 · · · 6 nm. 一

个简单的选择是从 n0 开始等间距地选取样本大小. 但是, 基于等间距设计的算法可能不是最优的选

择, 同时 m 的选择也仍然是一个问题. 我们提出了一个更有效的过程, 通过选择 Vm 来获得最佳的预

测 λ̂(N).

在确定 Vm时,需要有效地平衡统计估计准确性和计算成本,因为较大的 ni和m通常会得到 λ(N)

的更精确估计, 但同时计算更加烦琐. 给定计算时间预算 T , 我们的目标是最小化外推预测 λ̂(N) 的

均方误差, 其中设计点 Vm 可通过 λ(n1), . . . ,λ(nm) 发挥其影响, 即最小化

E[{λ̂(N)− λ(N)}⊤{D(N)}−1{λ̂(N)− λ(N)}] (2.4)

使得

m∑
i=1

t(ni) 6 T , (2.5)

其中 D(N) = diag{σ2
1(N), . . . , σ2

q (N)}, t(n) 表示 f({Xi}ni=1) “平均” 的计算时间. 实际上, t(n) 可以

近似为 (n/n0)
ζt(n0), 其中 ζ ∈ N+ 是在给定 ϑ 时 A({Xi}ni=1;ϑ) 的计算复杂度 (相对于样本大小), 通

常是已知的先验信息. 例如, 在线性回归估计中, ζ = 1; 在支持向量机分类问题中, ζ = 2. 在目标函

数 (2.4) 中, 我们简单地考虑具有对角矩阵 D(N) 的标准 Euclid 距离, 而不是 Markov距离, 因为后者

需要对协方差函数 cov{λj1(n), λj2(n)} 建模, 这在实际应用中可能难以处理, 而且可能不会带来太多

的收益.

如果 nm ≪ N ,则可以合理地假设 {ε(n1), . . . , ε(nm)}近似独立于 ε(N). 利用在 n = N 时的 (2.2)

替换 λ(N), 进而, 最小化 (2.4) 近似等价于最小化

E{g(N ;θ∗)− g(N ; θ̂(Vm))}⊤{D(N)}−1{g(N ;θ∗)− g(N ; θ̂(Vm))}, (2.6)

其中 θ∗ 表示模型 (2.2) 中的真实调节参数, θ̂(Vm) 是利用 Vm 得到的 (2.3) 估计量.

在一定的条件下, gj(ni; θ̂j(Vm)) 的 Taylor 展开为

gj(ni; θ̂j(Vm)) ≈ gj(ni;θ
∗
j ) + {g′j(ni;θ

∗
j )}⊤{θ̂j(Vm)− θ∗

j }.

因此, 可以得到

θ̂j(Vm)− θ∗
j ≈ (Z⊤

jVm
WjZjVm)−1Z⊤

jVm
WjYj , j = 1, . . . , q, (2.7)
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其中

Wj = diag{wj1, . . . , wjm},

ZjVm = {g′j(n1;θ
∗
j ), . . . , g

′
j(nm;θ∗

j )}⊤,

Yj = {λj(n1)− g(n1;θ
∗
j ), . . . , λj(nm)− gj(nm;θ∗

j )}⊤.

类似地, 对 g(N ; θ̂(Vm)) 进行 Taylor 展开, (2.6) 可以近似为

q∑
j=1

E[Z⊤
jN{θ̂j(Vm)− θ∗

j }]2

σ2
j (N)

, (2.8)

其中 ZjN = g′j(N ;θ∗
j ). 然后, 将 (2.7) 代入 (2.8), 目标函数 (2.6) 则变成

AMSE(Vm) =

q∑
j=1

σ−2
j (N)Z⊤

jN (Z⊤
jVm

WjZjVm
)−1(Z⊤

jVm
WjΣjWjZjVm

)(Z⊤
jVm

WjZjVm
)−1ZjN , (2.9)

其中

Σj = diag{σ2
j (n1), . . . , σ

2
j (nm)}.

在 (2.5) 的约束下, m 6 ⌊T /t(n0)⌋ ≡ mmax. 对于每个 m, Vm 中的最大值应该小于

nmax(m) = ⌊t−1({T − (m− 1)t(n0)})⌋.

因此, 为我们外推预测找最优设计的问题转变为求解

min
m∈[p,mmax]

min
(n1,...,nm)∈[n0,nmax(m)]

AMSE(Vm) s.t.
m∑
i=1

t(ni) 6 T , (2.10)

使得上式达到最小值所对应的设计记为 (m∗,V∗
m). 称此调节参数选取过程为基于子采样的外推法

(SUBEX).

自文献 [11] 的开创性工作以来, 非线性模型的最优设计在理论方面得到了广泛的发展, 但是据我

们所知,设计准则 (2.10)是全新的,详见文献 [12]. 我们所关心的问题与 D 最优设计相关,也就是最小

化 θ̂ 的渐近协方差矩阵的行列式, 但是目标函数 (2.10)是针对我们问题 (即, 预测 λ(N))量身定制的.

2.3 最优设计的估计

如 (2.9) 所示的 AMSE(Vm) 依赖于未知变量 θ∗
j 和 σ2

j (·), 因此, 不可以直接应用精确的 SUBEX

方法. 一个解决方案就是通过使用一组可行的样本量进行初步研究以获得未知变量原始且富含信息的

估计, 然后将所得到的估计值代入 (2.10) 中以逼近最优设计, 以便在之后的阶段中可以实现更精确的

模型估计.

具体而言, 从全数据集中随机采样 m0 = q 个具有不同大小的子样本 Ṽm0 = {ñ1 . . . , ñm0} 两次,

并通过 (2.1) 获得相应的调节参数, 记为 λ̃(l)(ñ1), . . . , λ̃
(l)(ñm0), l = 1, 2. 为了估计变量 σ2

j (·), 我们再
次假设一个参数模型, 即 σ2

j (n) = hj(n;γj), 其中 γj ∈ Rrj , 1 6 rj 6 m0. 然后, 利用最小二乘方法 [13]

估计 γj , 即

γ̃j = argmin
γ

m0∑
i=1

{σ̃2
j (ni)− hj(ni;γj)}2, j = 1, . . . , q, (2.11)
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其中 σ̃2
j (ni) = {λ̃(1)(ñi)− λ̃(2)(ñi)}2/2 是 σ2

j (ni) 的一个粗略的估计.

通过将 (2.3) 中的 λ(ni) 和 wji 分别替换为 {λ̃(1)(ñi) + λ̃(2)(ñi)}/2 和 1/σ̃2
j (ñi), 可以得到 θ 的初

步估计, 记为 θ̃. 将研究限制在设计点的个数 (m0) 等于调节参数的个数 (q) 的情形, 并且对于每个 ñi

仅进行两次随机采样, 这是获得一个初步估计的最低计算需求, 而且我们发现这样的估计在大部分情

形下都表现较好.

因此, AMSE(Vm) 的估计版本为

ÃMSE(Vm) =

q∑
j=1

Z̃⊤
jN (Z̃⊤

jVm
WjZ̃jVm)−1Z̃jN

hj(N ; γ̃j)
, (2.12)

其中 AMSE(Vm) 中的 θ∗、σ2
j (·) 和 Σj 被分别替换为 θ̃、hj(·; γ̃j) 和 W−1

j . 进而, 估计的最优设计为

(m̂, V̂m̂) = argmin
m,Vm

ÃMSE(Vm) s.t.

m∑
i=1

t(ni) 6 T . (2.13)

在上面的讨论中, 一个隐含的假设是, 初步研究中使用的计算时间相较于总时间约束 T 可忽略不计,

否则, 需要修改 (2.13) 中的约束, 即减去初步研究中所利用的计算时间. 此外, 我们主要关注计算时间

t(ni),忽略了其他影响计算时间的因素,如拟合非线性模型和寻找最优设计,因为这两者在大多数情形

下都可以通过非常快速有效的计算得到, 具体参见第 3 节.

2.4 渐近理论性质

本小节研究预测变量 λ̂(N) 的渐近相合性及其收敛速度, 以及最优设计估计的相合性. 我们在此

主要讨论实现 SUBEX 过程所需的理论条件, 相关结果的理论证明将在附录中阐述.

在渐近理论框架中, 我们处理以下情形: Vm 中的样本大小 ni、Vm0 中的 ñi 以及 N 都是随着 n0

而递增, 也就是当 n0 → ∞ 时 ni, ñi, N → ∞. 关于最小二乘估计的相合性和渐近正态性在非线性模

型中已经被广泛研究, 参见文献 [14, 15]. 然而, 现有的大多数理论都是建立在 m → ∞ 之下的, 也就

是要求 “观测” 的数量趋于无穷大, 这显然不适用于我们考虑的情形. 因此, 考虑一种不同类型的渐近

理论, 即固定 m, 但让 n0 → ∞. 这通常被称为 “小误差” 渐近性 [16], 即假设误差项 σj(ni)εji 足够小

且 σ2
j (·) 的幂可展开, 相关讨论可参见文献 [17]. 值得注意的是, 模型 (2.2) 具有特殊的结构, 也就是说

“协变量”依赖于 n0, 并且随着 n0 → ∞均值函数本身可能会发散到无穷大或趋近于 0, 这就使得我们

的理论无法从现有的工作中直接得到.

为了便于理论结果证明, 进行如下假设 (j = 1, . . . , q).

假设 2.1 对于一个固定的 C < ∞ 和 i = 1, . . . ,m0, E(ε
4
ji) 6 C < ∞.

假设 2.2 Θj 是 Rpj 的一个紧子集, 且 θ∗
j 是 Θj 的一个内点.

假设 2.3 gj(·;θ)是 θj ∈ Θj 的连续函数,且对所有的 θj ∈ Θ∗
j 具有连续一阶导数,其中 Θ∗

j ∈ Θj

是 θ∗
j 的一个开邻域.

假设 2.4 存在序列 ajn0 → ∞ (该序列可能依赖于 θ∗
j ) 使得

a−1
jn0

m∑
i=1

g′j(ni;θ
∗
j ){g′j(ni;θ

∗
j )}⊤

σ2
j (ni)

→ Ωj(θ
∗
j ), 当 n0 → ∞ 时,

其中 Ωj = Ωj(θ
∗
j ) 是非退化的.
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假设 2.5 对于任意 t > 0 和 n > n0, 函数 g′j(n;x) 满足

∥g′j(n;x+ t)− g′j(n;x)∥
∥g′j(n;x)∥

6 Mjnt,

其中 Mjn 是某个满足当 n0 → ∞ 时 Mjn/ajn0 → 0 的正序列.

假设 2.6 hj(·;γj) 是关于 γj 的连续函数; γj 的参数空间 Γj 是 Rrj 的一个紧子集, 并且在异方

差的模型中, 真实参数 γ∗
j 是 Γj 的一个内点.

假设 2.7 (i) 存在序列 bjn0 → ∞ (可能依赖于 γj 和 γ̌j) 使得 b−1
jn0

∑m0

i=1 hj(ñi;γj)hj(ñi; γ̌j) 对

于所有 Γj 中的 γj 和 γ̌j 一致收敛至函数 B(γj , γ̌j);

(ii) 假设 D(γj ,γ
∗
j ) = 0 当且仅当 γj = γ∗

j , 其中

D(γj , γ̌j) = B(γj ,γj) +B(γ̌j , γ̌j)− 2B(γj , γ̌j);

(iii) 对于 i = 1, . . . ,m0, 随着 n0 → ∞, σ2
j (ñi)/bjn0 → 0.

注 2.2 在研究 λ̂(N) 的性质时, 假设 2.2 中 Θj 的有界性并不是一个严格的限制, 因为大多

数参数都受到所建模型本身约束的限制. 假设 2.3 是建立非线性最小二乘估计存在性的一个标准假

设. 假设 2.4 类似于文献 [9] 的第 12 章中的条件 (A4), 也就是推导收敛速率的必要条件. 由于均值

和方差函数都依赖于 n0, 可将 ajn0 看作是一个 “新的” 收敛速率. 假设 2.5 是一个技术要求, 在此

条件下 θ̂ 的渐近展开成立 (即等式 (2.7)). 大多数常用的函数都满足这个假设, 如不同 Mjn 下的函

数 xa、exp (x)、log(x) 和 x/(1 + x). 假设 2.6 和 2.7 给出的是建立 γ̃j 相合性所需的条件, 它们与假

设 2.2–2.5是对应的,除了我们使用假设 2.7而不是 h(n;γj)的一阶导数条件,因为我们的主要结果不需

要 γ̃j 的收敛速度.一个类似于假设 2.7的条件也常常在文献中被用于研究传统渐近设置,即 “m → ∞”

的情形, 具体可参见文献 [9, 第 564 页].

我们以一个例子来验证这些假设的有效性, 令 gj(n;θj) = αgjn
βgj , hj(n;θj) = αhjn

βhj , Vm =

{C1n0, . . . , Cmn0}, 其中 1 6 C1 < · · · < Cm < ∞ 为一些常数. 在这种情形下, 当 Mjn ∼ log n 和

ajn0 ∼ (log n0)
2n

2βgj−βhj

0 时, 假设 2.4 和 2.5 成立. 假设 βhj < 2βgj 是合理的, 因为 λj(n) 的变化通常

比其均值函数有更小的阶数. 同样, 我们可以很容易验证假设 2.6 和 2.7 也是成立的.

我们在第一个定理中证明了所提出的预测变量 λ̂(N)的相合性及其收敛至 g(N ;θ∗)的速度.需要

特别指出的是, θ̂ 是基于变量的初步估计所得到的, 也就是 (2.3) 中 wji 为 1/hj(ni; γ̃j), γ̃j 是由 (2.11)

在初步研究中得到的.

定理 2.1 若假设 2.1–2.7 成立, 且 n0 → ∞, 则

∥λ̂(N)− g(N ;θ∗)∥
∥g′(N ;θ∗)∥

= Op

{(
min
j

ajn0

)−1/2}
.

这一结果为我们的方法提供了理论依据. 定理中的收敛速度由假设 2.4 中指出的 θ̂ 的协方差收

敛速率所决定.

定理 2.2 若假设 2.1–2.7 成立, 则当 n0 → ∞ 时,

AMSE(V̂m̂)

AMSE(V∗
m∗)

p→ 1,

即说明估计的设计与最优设计非常接近.
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该定理的证明是通过建立带有插值估计的优化准则 (2.12) 的一致收敛性得到的. 尽管这个定理

并不能保证 V̂m̂ 收敛至 V∗
m∗ (这需要关于 g 更严格的条件),但这个定理仍然表明至少从渐近的角度来

看估计的设计与理论上的最优设计一样有效,因为它们所预测的调节参数可以导致渐近等效的 AMSE

(asymptotic mean square error).

3 新方法的实际应用指南

本节将为所提出的方法 SUBEX在实际应用中提供一些指南,并为 (2.13)提供一个数值优化算法.

3.1 参数及模型的选取

首先, 讨论 SUBEX 在实际应用中如何选取非线性模型和 Ṽm0 , 以及如何确定 n0.

模型选取 是否可以利用外推法预测调节参数是所提出方法面对的一个挑战. 如果不能令人信服

且有效地实现外推, 本文方法的效用将非常有限. 但是, 无论外推是否充分, 我们关于调节参数估计的

方法仍有较大的价值,因为 λ(n)与 n之间的函数趋势始终是有帮助的,尤其对于复杂数据或计算密集

型统计学习方法而言, 它们中最优调节参数的理论表达经常是很难得到的. 预先利用可视化展示 λ(n)

与 n 之间的关系往往能够为选取适当形式的外推模型提供一些见解.

如前所述, gj(n;θ) 和 hj(n;γ) 通常都是关于 n 的单调函数, 因此, 我们发现一些典型的增长模

型 (参见文献 [9, 第 7 章]) 不仅足够灵活, 而且也可以很好地用来拟合数据, 例如, 指数模型 g(x)

= a+ b exp(−cx), 或者不像指数模型增长那么快的幂函数模型 g(x) = axb.

n0 的确定 显然,如果不考虑计算成本的话,较大的 n0 将会导致更好的结果.在给定 T 下, n0 应

该为使得 A({Xi}n0
i=1;λ(n0)) 得到一定程度上稳定结果的样本大小, 参见文献 [18]. 因此, 选取多大的

n0 是相当主观的, 不仅依赖于计算限制, 也取决于应用者在实现统计学习算法上的经验和先验知识.

初步研究中 Ṽm0 的选取 我们在第 2.4 小节中的理论结果表明, 只要从初步研究中可以得到 θ∗
j

和 γ∗
j 的相合估计, 无论其收敛速度有多快, 估计的设计都非常接近最优设计. 因此, 从经验上讲, 我

们可以从 n0 开始等间距选取样本大小作为 Ṽm0 , 即 {(1 + (i− 1)ρ)n0}qi=1 足以获得有效的估计, 其中

ρ > 0 为一个预先指定的常数. 数值研究中, 在没有偏好情形下, 建议选择 ρ = 0.5.

3.2 最小化 (2.13) 的算法

目标函数 (2.13)是一个 m维的整数约束优化问题.对所有网格点的穷尽搜索非常耗时,需要一个

更快的替代方案. 实际上, 通常只需从一个 “小” 的集合中挑选可能的 ni, 如集合

S = (s1, . . . , sd) ⊂ [n0, nmax(mmax)].

由此, (2.13) 等价于

min
k1,...,kd

q∑
j=1

Z̃⊤
jN

( d∑
i=1

kiwjsiZ̃jsiZ̃
⊤
jsi

)−1
Z̃jN

hj(N ; γ̃j)

s.t. ki ∈ N, ki > 0,
d∑

i=1

kit(si) 6 T .
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ki = 0 表示 si 不会在 Vm 中使用, 而 ki > 1 意味着设计点 si 重复了 ki 次. 通过简单的运算, 最小化

函数可以重写为

min
k1,...,kd

q∑
j=1

[
− log

{
det

( d∑
i=1

kiwjsiZ̃jsiZ̃
⊤
jsi

)}

+ log

{ d∑
i=1

k
pj−1
i Z̃⊤

jN (wjsiZ̃jsiZ̃
⊤
jsi)

∗ Z̃jN

hj(N ; γ̃j)

}]
(3.1)

s.t. ki ∈ N, ki > 0,

d∑
i=1

kit(si) 6 T .

可以通过忽略或放松 ki 为整数的约束来找到 (3.1) 的近似解. 放松后的 (3.1) 是一个凸差优化问

题,因为目标函数由两个关于 (k1, . . . , kd)
⊤ 的凸函数组成. 可以验证,最优结果在

∑d
i=1 kit(si) = T 处

达到. 凸差问题在非凸函数优化中占有重要地位,并且在近三十年得到了广泛的研究,一些算法可用于

解决约束最小化问题 (3.1),如文献 [19]中提出的近点算法. 更多关于凸差问题的研究可参见文献 [20].

约束条件
∑d

i=1 kit(si) 6 T (ki > 0) 本质上与加权的 L1 惩罚 [21] 相关, 且会有一个稀疏的解, 即最小

化的估计中一部分元素精确为零 [2].

显然, 放松约束后得到的最优解为优化问题 (3.1) 的最优解提供了一个下界, 因为问题 (3.1) 有一

个附加的约束. 可以通过四舍五入放松约束后的最优解, 构造问题 (3.1) 的次最优解; 对于较大的 T ,

约束条件
∑d

i=1 kit(si) = T 可以几乎得到满足. 此方法与穷举搜索在模拟研究中表现差异不显著.

3.3 一个具体模型例子

本小节考虑使用幂函数模型 g(x) = axb 作为例证. 我们已知一些问题是精确符合该模型假设的,

例如, 核光滑方法中带宽的选取, 以及在估计一个具有 J 维的大协方差矩阵时, 协方差正则化方法中

的阈值设置 c
√
log J/n (参见文献 [5]). 幂指数模型也满足许多其他问题的需求. 我们对每个调节参数

进行 log 转换,

log{λj(n)} = aj + bj logn+ σj(n)εj(n), j = 1, . . . , q, (3.2)

其中 σj(n) 和 εj(n) 与模型 (2.2) 中的假设一致.

在给定一组样本大小 Vm 时, 转换后的模型可以通过线性回归方法轻松地被估计. 也就是说,

ZjN = (1, logN)⊤, ZjVm = {1m, (logn1, . . . , log nm)⊤},

Z⊤
jVm

WjZjVm 对应的形式可简化为

H =

 ∑m
i=1 σ

−2
j (ni)

∑m
i=1 σ

−2
j (ni) log ni∑m

i=1 σ
−2
j (ni) log ni

∑m
i=1 σ

−2
j (ni)(log ni)

2

 .

进而, 目标函数 AMSE(Vm) 变为

AMSE(Vm) =

q∑
j=1

∑m
i=1 σ

−2
j (ni)(log ni − logN)2

σ−2
j (N)det(H)

.
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为了找到该函数的最优设计, 只需要在初步研究中获得 σj(n) 的估计, 这也可以类似地拟合 log 变换

后的

σ2(n) = cnd.

这样做使得当 m 不是很大时, 即使利用穷尽搜索也可以很快地获得最优设计. 在下一节中, 我们的模

拟结果表明该模型在诸多问题中均可很好地发挥作用.

4 数值分析

本节将针对 5个典型的调节参数挑选问题,利用模拟数据和实际数据来评估所提出 SUBEX过程

的性能. g(n,θ) 和 h(n,γ) 均考虑幂指数模型, 初步研究中设置 Ṽm0 = {(1 + 0.5(i− 1))n0}3i=1. 在所有

的例子中, 全样本数据只生成一次, 然后保持不变. 每一次通过子采样和拟合外推模型实现模拟重复,

所有的模拟结果基于 100 次重复所得到. 本文利用 R-3.4.3 实现数值模拟.

我们将与两种相关方法进行比较. 第一种方法是将本文所提出的外推算法与等距设计一起使用,

即在给定计算预算要求下,设置 VE
m为从 n0起等距选择样本大小的集合,其中m = 5,将该方法称为等

距外推过程 (equally-spaced extrapolation, EQEX).第二种是一个简单的子采样方法 (naive subsampling

method, NASUB),即在给定的时间预算内直接随机抽取一个子采样集合,并基于该子集进行调节参数

的挑选.在总计算时间可承受的例子中,我们还将本文的方法与基于全样本数据得到的 “所谓”最优参

数 f(X ) 进行比较. 除了比较不同方法下估计的 λ 的均方误差和计算时间外, 我们还比较了基于不同

方法所得到模型拟合的精度, 如线性回归的预测误差等.

例 4.1 (基于阈值的协方差正则化) 文献 [5] 提出了基于阈值进行协方差矩阵估计的方法, 即

Tλ(S) = [sijI(|sij | > λ)],

其中 sij 为样本协方差矩阵 S 第 (i, j) 个元素. 文献 [5] 证明了当 λ = c
√

log J/n 时, Tλ(S) 在算子范

数下是协方差矩阵 Σ 的相合估计, 其中 c 是一个充分大的常数, J 是协方差矩阵的维数. 显然, 这个

λ 完美地满足我们的模型假设 g(n, θ) = anb, 其中 a = c
√
log J 和 b = −0.5. 因此, 将这个例子作为

一个完美情形来说明所提出的外推法如何实施.此外, SUBEX中的 f(·)采用文献 [5]推荐的两折交叉

验证.

我们将研究两类总体协方差矩阵:

(i) 自回归协方差矩阵, 即 Σ = (ρ|j1−j2|)J×J , 其中 ρ = 0.8;

(ii) 带状协方差结矩阵, 即 Σ = (ρ|j1−j2|I(|j1 − j2| < ⌊J/3⌋))J×J , 其中 ρ = 0.5.

模拟数据由一个多元正态分布 N(0,Σ) 生成, 全样本大小固定为 N = 106, 维数为 J = 200, 时间预算

设置为不同 n0 下的 T = 20t(n0).

表 1给出了例 4.1(i)中方法 SUBEX、EQEX和 NASUB得到的估计 λ̂的偏差和方差、(Tλ(S)−Σ)

的 L1 和 Frobenius 范数以及相应的计算时间. 通过比较 λ̂ 的偏差和方差, 我们发现基于 SUBEX 和

EQEX 所得到的 λ̂ 非常接近基于全样本挑选的结果, 这意味着 λ(n) 的趋势可以通过外推算法近似地

拟合. 如我们所料, 直接的子抽样方法 NASUB 效果不佳.

本文提出的方法 SUBEX 在矩阵范数方面表现与基于全样本数据得到的几乎相同, 但是本文的方

法所需的计算时间要少得多. 同时, SUBEX 的表现优于 EQEX, 因为前者通常产生较小的方差. 我们

可以从图 2 更好地理解这一点, 该图展示了在矩阵范数的意义下, SUBEX 和 EQEX 两个方法与基于
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表 1 例 4.1(i) 下的模拟结果. 表中比较了 λ̂ 的标准差 (sd) 和估计偏差 (bias), (Tλ(S) − Σ) 的 L1 范数和

Frobenius 范数, 以及计算时间; 括号内为相应的标准误. 表中第 3 和 4 列放大了 1,000 倍, 第 5 和 6 列放大了

100 倍

n0 方法 sd(λ̂) |bias(λ̂)| L1 Frobenius 计算时间 (分)

200 SUBEX 1.09 0.39 12.17(1.72) 15.32(1.67) 11.19(0.42)

EQEX 1.29 0.42 12.73(2.25) 15.80(2.07) 9.69(0.35)

NASUB 3.52 45.53 50.01(3.63) 140.13(9.67) 11.84(0.96)

600 SUBEX 1.08 0.48 12.36(1.73) 15.45(1.60) 33.37(1.72)

EQEX 1.23 0.51 12.76(2.25) 15.78(1.95) 30.80(1.05)

NASUB 2.52 24.23 31.69(2.23) 78.74(8.01) 47.98(2.42)

1,000 SUBEX 1.01 0.38 11.84(1.47) 15.12(1.41) 68.12(2.57)

EQEX 1.17 0.26 12.19(1.57) 15.47(1.58) 64.38(1.19)

NASUB 2.05 18.03 26.85(2.07) 61.11(6.05) 85.03(4.32)

全样本 11.17 14.05 469.01
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图 2 (网络版彩图) 例 4.1(ii) 下相对 L1 和 Frobenius 范数的盒子图

全样本数据的方法的比值. 尽管两者的平均值都接近于 1, 但是 SUBEX 可以比 EQEX 更快地收敛.

SUBEX 的优势在 n0 较小时更加明显, 这与本文的定理 2.2 所示结果相吻合, 即 SUBEX 得到的估计

设计 V̂m 可以获得比 EQEX 方法下更小的 AMSE.

例 4.2 (基于 LASSO的线性回归) 考虑 LASSO (least absolute shrinkage and selection operator),

它是线性模型中用于高维变量选择和估计的最常用的方法 [3]. 该方法可以通过 R 包 “glmnet” 有效地

实现, 并且调节参数 λ 可利用基于交叉核实准则的函数 “cv.glmnet()” 得到.

在这个例子中, 我们采用 BlogFeedback 数据集来评估所提出方法的性能, 该数据集可以从 UCI

机器学习数据库通过以下链接下载: https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/BlogFeedback. 该数据集
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共包含 2010–2012 年 52,397 个观测, 目标是利用 281 个变量预测未来 24 小时内的评论数量. 我们将

2010–2011 年的数据作为训练集建立模型, 预测 2012 年 2 月 1 日 151 个测试集中的评论数.

图 3展示 SUBEX、EQEX和 NASUB关于估计 λ̂、预测误差及模型大小的比较. 我们发现 SUBEX

表现最好, 其次是 EQEX, 最后是 NASUB. 与例 4.1 所示结果类似, NASUB 会挑选一个较大的调节

参数 λ, 从而导致模型拟合不足. 随着 n0 的增加, SUBEX 的表现趋向于最优的, 并且其变化一般比

EQEX 小很多.

例 4.3 (基于 SVM的分类) 考虑用支持向量机 (support vector machine, SVM)进行两类分类的

问题, SVM是机器学习中一个常用的分类方法,参见文献 [22]. 给定 N 对训练集 (xi, yi), i = 1, . . . , N ,

其中 xi ∈ Rp 及 yi ∈ {−1, 1}, 计算 SVM 分类器等价于优化

min
w,b,xi

1

2
w⊤w + C

N∑
i=1

ξi

s.t. yi(w
⊤ϕ(xi) + b) > 1− ξi, ξi > 0,

其中 C > 0 为惩罚参数; K(xi,xj) = ϕ(xi)
⊤ϕ(xj) 为核函数, 此处考虑常用的径向基函数 K(xi,xj)

= exp(−γ∥xi − xj)∥2); γ > 0 为核参数. 在此问题中, 我们的目标是识别两个可靠的调节参数 (C, γ).

最常用的策略是利用交叉核实的方法对调节参数 C 和 γ 进行 “网格搜索”. 我们利用 R 包 “e1071”

实现 SVM 过程, 并使用函数 “tune.svm()” 的五折交叉核实挑选参数. 我们主要比较两个指标: AUC

(area under the curve)和分类正确率.由于 SVM算法的计算复杂度为 O(N2),因此考虑略大的时间预

算 T = 50t(n0), 其中 n0 为 100、200 或 400.

考虑实际数据集 SUSY, 具体可参见文献 [23]. 该数据集可从 UCI 机器学习数据库下载, 链接为

https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/SUSY. SUSY 数据集的目标是利用数据集中 18 个运动学特征
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图 3 (网络版彩图) 例 4.2 中 λ̂ 的估计值、预测误差 (MS) 及模型大小 (MS) 的盒子图, 其中虚线为基于全样本

数据搜索所得结果
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来区分产生的超对称粒子和背景粒子. 我们将 N = 40,000 作为训练集, 其他的 5,000 个观测作为测

试集.

如前两个例子所示, NASUB 方法并不具有竞争力, 因此, 我们在表 2 中仅比较 SUBEX 和 EQEX

的结果.就 AUC和分类正确率而言, SUBEX的表现要优于 EQEX,因为前者获得了更精确的分类,同

时在相似的计算时间下结果更加稳定. 我们发现即使在 n0 较小的情形下,基于 SUBEX挑选的调节参

数 (C, γ) 也会获得与所谓的最优调节参数 (基于全样本数据搜索所得) 相似的分类结果. 此外, 在表 2

的最后两列中, 我们列举了基于外推算法搜索与基于全样本数据搜索的相对时间, 可以看到与全样本

数据搜索相比, SUBEX 在计算时间方面的优势非常明显.

例 4.4 (联合图 LASSO) 近年来, 研究者非常关注如何估计多类不同但相关的高维 Gauss 图模

型. 众所周知的方法是文献 [24]提出的联合图 LASSO (joint graphical LASSO, JGL)的方法. 令 K 为

类的数量, 其中 K > 2, Θk 是我们要寻求的精度矩阵, 而 Sk 表示对应的经验协方差矩阵. 文献 [24]

建议通过最大化惩罚对数似然

L({Θ}) =
K∑

k=1

mk[log{det(Θk)} − tr(SkΘk)]− P ({Θ})

去寻找 {Θ} = {Θ1, . . . ,ΘK}. 特别地, 考虑损失函数

P ({Θ}) = λ1

K∑
k=1

∑
i ̸=j

|θkij |+ λ2

∑
k<k′

∑
i,j

|θkij − θk
′

ij |,

其中 mk 为每类的样本大小, θkij 是精度矩阵 Θk 第 (i, j) 个元素, λ1 和 λ2 是两个非负的调节参数. 如

果 λ1 很大, 则 JGL 会导致稀疏估计 Θ̂1, . . . , Θ̂K ; 如果 λ2 很大, 则 Θ̂1, . . . , Θ̂K 中的很多元素都将在

不同类中是相同的. 文献 [24]建议最小化 Akaike信息准则 (Akaike information criterion, AIC)来挑选

调节参数. R 包 “JGL” 可用来实现该方法.

此例采用文献 [24] 中的模拟设置, 即生成一个具有 K = 3 类和 p = 200 个特征的网络结构, 其中

该网络是由幂律度分布生成的 10 个相等大小的子网络形成. 全样本大小固定为 N = 50,000, 时间预

算设置为 T = 20t(n0). 多个指标用于评估方法的性能, 包括平均 Frobenius 损失和误报率 [25]. 表 3 总

结了 SUBEX 基于 100 次模拟的结果. 从标准差和偏差列中可以看出, 随着 n0 的增加, 基于 SUBEX

方法估计的 λ1 和 λ2 趋近于所谓最优值,这是由于随着 n0 的增加可得到更可靠的 λ(n)的趋势. 从误

报率的比较也可以得出类似的结论. 此外, SUBEX 得到的 Frobenius 损失与基于全样本搜索得到的损

失相当.

例 4.5 (基于核逻辑回归的分类) 核逻辑回归 (kernel logistic regression, KLR) [26] 是如 SVM 一

表 2 例 4.3 中 SUBEX 和 EQEX 关于平均 AUC、分类正确率、相对计算时间及相应的标准误比较; 基于全样

本搜索得到的调节参数对应结果列在最后一行

n0 AUC (%) 正确率 (%) 相对时间 (10−4)

SUBEX EQEX SUBEX EQEX SUBEX EQEX

100 86.12(0.22) 78.78(1.17) 78.89(0.38) 69.64(1.15) 5.33(0.09) 6.97(0.18)

200 86.77(0.09) 85.21(0.47) 79.77(0.07) 77.69(0.61) 17.93(0.36) 18.07(0.46)

400 86.95(0.06) 86.06(0.21) 79.91(0.04) 78.62(0.44) 71.31(2.20) 68.22(2.26)

全样本 87.32 80.06 42 (小时)
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表 3 例 4.4 中 SUBEX 的模拟结果. 表中列了 λ̂1 和 λ̂2 估计的标准差和偏差、平均的 Frobenius 损失 (Frobe-

nius loss, FL) 以及平均误报率 (false positive, FP). 表中第 2 和 3 列放大了 1,000 倍, 第 4 和 5 列放大了

100 倍

n0 sd(λ̂1) |bias(λ̂1)| sd(λ̂2) |bias(λ̂2)| FL FP(%)

200 0.74 3.53 0.44 4.80 0.67 3.50

400 1.28 2.97 0.30 2.71 0.67 2.69

600 0.04 2.75 0.17 1.76 0.67 1.23

800 0.87 1.72 0.13 1.21 0.67 0.63

1,000 0.51 1.79 0.12 0.85 0.67 0.55

全样本 0.68 0.13

表 4 例 4.5 中 SUBEX 与基于全样本搜索关于分类正确率、相对计算时间及对应的标准误的比较

数据集 p N 正确率 正确率 相对时间

(全样本) (SUBEX)

Spambase 57 3,680 0.94 0.93(0.02) 0.38(0.02)

Wilt 5 4,339 0.73 0.74(0.03) 0.34(0.02)

Occupancy detection 5 8,143 0.94 0.95(0.01) 0.23(0.06)

Banking marketing 16 36,168 0.94 0.94(0.01) 0.13(0.07)

样强有力的分类方法. 利用与例 4.3 中相同的定义, 拟合 KLR 分类问题等价于解决如下的优化问题:

min
w,b,xi

1

2
w⊤w + C

N∑
i=1

log[1 + exp{−yi(w
⊤ϕ(xi) + b)}],

其中 C 是惩罚参数, ϕ(xi)是包含参数 γ 的核函数. R包 “CVST”可利用交叉核实方法识别调节参数

(C, γ). 由于 KLR 的计算复杂度通常为 O(N3), 以下实验中的时间预算均设置为 T = 100t(n0), 其中

n0 = 50.

为了评估 SUBEX 在实际应用中的性能, 将其应用于 UCI 机器学习数据库中的 4 个数据集 (即

Spambase、Wilt、Occupancy detection和 Banking marketing). 表 4介绍了每个数据集的样本大小、维

度以及基于 SUBEX和全样本搜索得到的分类正确率.相比于全样本搜索, SUBEX可以获得相似的分

类正确率, 但是花费更少的时间. 我们也发现随着样本数量的增加, SUBEX 的优势变得更加明显.

本节中所有结果均表明, 只要最优的调节参数依赖于样本量大小, 本文提出的 SUBEX 始终能够

为调节参数提供可靠的选取. 在大部分情形下, 本文的方法可以很好地近似基于全样本数据选择的所

谓最优调节参数, 但是本文的方法花费的计算时间却少得多. 即使没有最优设计, 我们仍可以使用基

于等距设计的外推模型来获取关于 λ(n) 趋势的某些模式.

5 结论

基于数据驱动进行调节参数选取在理论分析和实际应用中都非常重要.本文在统一框架下开发了

SUBEX过程用于海量数据分析中调节参数的选取. 通过优化插值相关估计后的 AMSE准则来解决子

样本设计问题. 理论分析和数值论证均显示了所提出方法的有效性, 表明 SUBEX 可以作为实践中的

一个有用工具. 在最优调节参数与样本量之间的函数形式可以通过一个参数模型来近似的假设下, 所
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提出的方法充分满足了关于调节参数选取的需求. 我们认为这种假设并不苛刻, 因为许多应用已经证

实最优调节参数与样本量之间是一个单调且平滑的函数.

我们以两个讨论结束本文. 首先, 我们进行模型拟合时没有考虑调节参数之间的相关性. 因此, 如

何将相关结构融合到估计过程中将是一个有意义的问题. 其次, 假设 q 是固定的. 但是对于某些学习

方法 (如基于神经网络的方法), q 可能会相当大, 在高维 (q → ∞, 随着 N → ∞) 情形下所提出方法的

理论和数值研究是另一个值得研究的问题.

致谢 作者感谢主编、副主编及审稿人的建设性意见. 该工作为任好洁在宾夕法尼亚州立大学做博士后期间完成的.
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附录 A

尽管本文考虑了多响应模型 (2.2), 但实际上我们对 gj(·; ·) (j = 1, . . . , q) 逐个进行估计. 因此, 为

了便于阐述,除非另有说明,否则在以下引理证明中,我们舍去了 gj(·; ·)和相关符号对 j 的依赖性. 对

于 p× p 矩阵 A, 令 ∥A∥ 为其频谱范数 (绝对值中的最大特征值). 令 Ap ≈ Bp 表示 Ap 与 Bp 渐近等

价, 即在某种意义上存在常数 C > 1 使得 Bp/C 6 Ap 6 BpC 依概率趋向于 1. 为方便起见, 在附录中

记 n0 为 n, 这应不会引起混淆.

在证明定理之前, 首先阐明两个引理.

引理 A.1 设假设 2.2–2.5 成立, 对 i = 1, . . . ,m, 如果随着 n → ∞, wiσ
2(ni) 收敛至某个常数

ci ∈ (0,∞), 则给定 wi, 有

θ̂ = θ∗ +Op(a
−1/2
n ).

证明 因为证明过程对 q > 1的情形类似,我们将主要集中在 q = 1的情形. 给定假设 2.2和 2.3,

文献 [14] 证明了最小二乘估计存在, 即对于给定常数 wi > 0, θ̂ 可通过最小化下式得到:

Sn(θ) =
m∑
i=1

wi{λ(ni)− g(ni;θ)}2. (A.1)

接下来, 先证明 θ̂ 是 θ∗ 的一个弱相合估计. 对于一个充分大的 n, 在假设 2.4 下, (A.1) 中给出的

目标函数 Sn(θ) 是一个关于 θ 的严格凸函数. 因此, 只要可以证明 Sn(θ) 有一个
√
an 相合的局部最

小值, 它就一定是
√
an 相合的全局最小. 进而可以直接得到 θ̂ 是

√
an 相合的.

为此,证明存在一个
√
an 相合的局部最小值,也就是证明对于任意小的 ϵ > 0,存在一个充分大的

常数 C 使得

lim inf
n

Pr
{

inf
u∈Rp:∥u∥=C

Sn(θ
∗ + a−1/2

n u) > Sn(θ
∗)
}
> 1− ϵ. (A.2)

这说明以至少 1 − ϵ 的概率在球 {θ∗ + a
−1/2
n u : ∥u∥ = C} 中存在一个局部最小值, 因此可以得到

θ̂ − θ∗ = Op(a
−1/2
n ). 根据 Sn(θ) 的定义, 通过简单的代数运算可以得到

Dn = Sn(θ
∗ + a−1/2

n u)− Sn(θ
∗)

= 2
m∑
i=1

wiεi{g(ni;θ
∗)− g(ni;θ

∗ + a−1/2
n u)}+

m∑
i=1

wi{g(ni;θ
∗ + a−1/2

n u)− g(ni;θ
∗)}2.

对 g(ni;θ
∗ + a

−1/2
n u) 作 Taylor 展开, 可以得到

Dn = −2
m∑
i=1

wiεia
−1/2
n u⊤g′(ni;θ

∗)− 2
m∑
i=1

wiεia
−1/2
n u⊤∆(ni; ξ)

+
m∑
i=1

wia
−1
n {u⊤g′(ni;θ

∗)}2 +
m∑
i=1

wia
−1
n {u⊤∆(ni; ξ)}2

+ 2

m∑
i=1

wia
−1
n {u⊤g′(ni;θ

∗)}{u⊤∆(ni; ξ)}

=: R1 +R2 +R3 +R4 +R5,

其中 ξ 在 θ∗ 与 θ∗ + a
−1/2
n u 之间, ∆(ni; ξ) = g′(ni; ξ)− g′(ni;θ

∗).
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记 0 < c < c1 < · · · < cm < c̄. 注意到在给定 X 的条件测度下, εi 相互独立且均值为 0. 因此, 对

于充分大的 n 及一致在 X 上, 有

E(R1 | X ) = 0, var(R1 | X ) =
m∑
i=1

w2
i σ

2(ni)a
−1
n {u⊤g′(ni;θ

∗)}2 6 2c̄C2eigp(Ω),

其中 eig1(Ω) < · · · < eigp(Ω) 为 Ω 的特征值. 进而可以得到 R1 = Op(C). 利用假设 2.5 和类似的讨

论, 可以得到 R2 = Op(C
2a−1

n Mnm), 其中不失一般性地假设 Mnm = max16i6m Mni .

类似地, 对充分大的 n, 也可以证明

R3 > 0.5cC2eig21(Ω)

及 R4 = Op(M
2
nm

a−2
n ). 通过选择一个充分大的 C,在 ∥u∥ = C 下, R3 一致地大于 R1. 此外, 利用条件

Mnm
/an → 0, 可以验证 R2 = op(R3) 和 R4 = op(R3). 进一步, 利用 Cauchy 不等式, 可得

R5 = Op(a
−1
n Mnm

) = op(R3).

因此,只要常数 C 足够大, R3 项就可以以任意大的概率主导 Dn 中的其他四项,这意味着不等式 (A.2)

成立, 即完成证明.

引理 A.2 如果假设 2.1、2.6 和 2.7 成立, 则

γ̃ = γ∗ + op(1).

证明 定义 Qn(γ) = b−1
n

∑m0

i=1{σ̃2(ni)−h(ni;γ)}2. 文献 [27]给出了 γ̃ 相合性证明必要部分的一

个有用框架. 核心就是证明 γ∗ 可唯一地最小化 Qn(γ) 的极限 (依概率) plimnQn(γ). 在这种情形下,

如果 n 充分大, 使得 Qn(γ) 与 plimnQn(γ) 很接近, 那么使得 Qn(γ) 达到最小的 γ̃ 将会非常接近使

得 plimnQn(γ) 达到最小的 γ∗, 参见文献 [28, 定理 5.9] 及其注释. 现在

Qn(γ) = b−1
n

m0∑
i=1

η2i + b−1
n

m0∑
i=1

ηi{h(ñi;γ)− h(ñi;γ
∗)}+ b−1

n

m0∑
i=1

{h(ñi;γ)− h(ñi;γ
∗)}2

=: R1 +R2 +R3,

其中 ηi = σ̃2(ni) − h(ni;γ
∗). 假设 2.7 使得 R3 → D(γ,γ∗). 在给定 X 的条件测度下, ηi 相互独立,

且 E(ηi | X ) = 0 及 var(ηi | X ) = σ4(ni){E(ε4i ) + 1}/2. 根据假设 2.1, 利用 Cauchy 不等式可以得到

R1 = op(1)和 R2 = op(1). 利用假设 2.7(ii)可得到 D(γ,γ∗)在 γ∗ 处有唯一的最小值,进而,可以得到

plimnQn(γ) 在 γ∗ 处有唯一的最小值. 证毕.

定理 2.1 的证明 利用引理 A.1 和 A.2, 得到 θ̂ = θ∗ + Op(a
−1/2
n ), 其中估计值 θ̂ 通过利用

1/h(ni; γ̃) 作为 wni 得到. 在假设 2.5 和条件 MN/an → 0 下, g(N ; θ̂) 在 θ∗ 作 Taylor 展开使得

|g(N ; θ̂)− g(N ;θ∗)| = Op(|g′(N ;θ∗)|a−1/2
n ).

证毕.

在证明定理 2.2 之前, 首先证明一个引理. 记

H(ZVm ,W ) = (Z⊤
Vm

WZVm)−1, J(W ,Σ) = H(ZVm ,W ){H(ZVm ,WΣW )}−1H(ZVm ,W ).
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引理 A.3 假设定理 2.1 的条件都成立, 则有如下结果:

Z̃⊤
NH(Z̃V ,W )Z̃N −Z⊤

NJ(W ,Σ)ZN

Z⊤
NJ(W ,Σ)ZN

= op(1), 在 Vm 上一致成立.

证明 这个表达式小于

|(Z̃N −ZN )⊤J(W ,Σ)(Z̃N −ZN )|+ |Z̃⊤
N{J(W ,Σ)−H(Z̃V ,W )}Z̃N |

Z⊤
NJ(W ,Σ)ZN

6
∥ZN − Z̃N∥2eigp(J(W ,Σ))

Z⊤
NH(ZVm ,Σ)ZN

R3 +
∥Z̃N∥2∥J(W ,Σ)−H(Z̃V ,W )∥

Z⊤
NH(ZVm ,Σ)ZN

R3

= R1R3 +R2R3,

其中

R3 =
Z⊤

NH(ZVm ,Σ)ZN

Z⊤
NJ(W ,Σ)ZN

.

首先处理 R1R3 部分. 根据假设 2.4, 可得 a−1
n H(ZVm ,Σ) → Ω, 进而有

eig1(H(ZVm ,Σ)) ≈ an, eigp(H(ZVm ,Σ)) ≈ an.

利用假设 2.4 和引理 A.2, 有

∥H(ZVm ,Σ)−H(ZVm ,WΣW )∥

=

∥∥∥∥∑
i

wniZniZ
⊤
ni

−
∑
i

w2
ni
σ2(ni)ZniZ

⊤
ni

∥∥∥∥
= op(an),

以及相应地,

∥H(ZVm ,Σ)− J(W ,Σ)∥ = op(an). (A.3)

因此,

|R3 − 1| = op(an)∥ZN∥2

Op{∥ZN∥2eig1(H(ZVm ,Σ))}
= op(1).

利用假设 2.5 和引理 A.1, 得到

∥ZN − Z̃N∥
∥ZN∥

= Op(MNa−1
n ) = op(1).

注意 R1 的分母的下界为 ∥ZN∥2eig1(H(ZVm ,Σ)). 综合上述式子, 得到 R1R3 = op(1) 在 Vm 上一致

成立.

现在处理 R2. 根据上述的讨论, 有

∥Z̃N∥ = ∥ZN∥{1 + op(1)}.

同时, 利用 ∥Z̃Vm −ZVm∥ = Op(a
−1
n Mnm) 和 ∥WΣ∥ = op(1) 这两个事实, 可以得到

∥H(ZVm ,Σ)−H(Z̃Vm ,W )∥ = op(an),
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进而利用 (A.3) 得到结论

∥H(Z̃Vm ,W )− J(W ,Σ)∥ = op(an).

因此, R2 = op(1) 在 Vm 上一致成立, 由此引理结论成立.

定理 2.2 的证明 对任意给定的 m, 令

V∗
m = argmin

Vm∈F
AMSE(Vm), V̂m = argmin

Vm∈F
ÃMSE(Vm),

其中 F 表示 Vm 的可行域. 我们将证明

ÃMSE(V̂m)

AMSE(V∗
m)

p→ 1. (A.4)

根据引理 A.3, 有

sup
Vm∈F

∣∣∣∣ ÃMSE(Vm)

AMSE(Vm)
− 1

∣∣∣∣ p→ 0. (A.5)

因为当 ÃMSE(V̂m) > AMSE(V∗
m) 时,

0 6 ÃMSE(V̂m)−AMSE(V∗
m)

AMSE(V∗
m)

6 ÃMSE(V∗
m)−AMSE(V∗

m)

AMSE(V∗
m)

= op(1);

当 ÃMSE(V̂m) 6 AMSE(V∗
m) 时,

0 6 AMSE(V∗
m)− ÃMSE(V̂m)

AMSE(V∗
m)

6 AMSE(V̂m)− ÃMSE(V̂m)

ÃMSE(V̂m)

6 AMSE(V̂m)− ÃMSE(V̂m)

AMSE(V̂m)

AMSE(V̂m)

ÃMSE(V̂m)
= op(1),

所以, 我们可以说明 (A.4) 成立.

最后, 我们得到

0 6 AMSE(V̂m̂)

AMSE(V∗
m∗)

− 1

=
AMSE(V̂m̂)− ÃMSE(V̂m̂)

AMSE(V∗
m∗)

+
ÃMSE(V̂m̂)− ÃMSE(V̂m∗)

AMSE(V∗
m∗)

+
ÃMSE(V̂m∗)−AMSE(V∗

m∗)

AMSE(V∗
m∗)

=: C1 + C2 + C3,

其中根据定义 C2 6 0 和 (A.4) 获得 C3
p→ 0. 同时, 再次利用 (A.4) 和 (A.5), 有

C1 =
AMSE(V̂m̂)− ÃMSE(V̂m̂)

ÃMSE(V∗
m∗)

ÃMSE(V∗
m∗)

AMSE(V∗
m∗)

6 AMSE(V̂m̂)− ÃMSE(V̂m̂)

ÃMSE(V̂m̂)

ÃMSE(V∗
m∗)

AMSE(V∗
m∗)

p→ 0,

由此可以得出定理成立.
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Extrapolation-based tuning parameters selection in massive
data analysis

Haojie Ren, Changliang Zou & Runze Li

Abstract Many statistical modeling procedures involve one or more tuning parameters to control the model
complexity. These tuning parameters can be the bandwidth in the kernel smoothing method in the nonparametric
regression and density estimation or be the regularization parameter in the regularization method for feature
selection in the high dimensional modeling. Tuning parameter selection plays critical roles in the statistical
modeling and machine learning. For the massive data analysis, commonly-used methods such as grid-point search
with information criteria become prohibitively costly in computation. Their feasibility is questionable even with
modern parallel computing platforms. This paper aims to develop a fast algorithm to efficiently approximate the
best tuning parameters. The algorithm entails (a) assuming a parametric model to describe the trend between the
best tuning parameters and sample sizes, (b) establishing the trend via fitting the model with subsampling data,
and (c) extrapolating this trend to the case of huge sample size. To determine the subsampling sample sizes to be
taken, we derive optimal designs for settings that allow a constraint on the budget of total computational cost. We
show that the proposed designs possess an asymptotic optimality property. Our numerical studies demonstrate
that with a simple two-parameter polynomial model, the proposed algorithm performs almost equivalently to the
procedure using the full data set in several different statistical settings, while it has a significant reduction in
computing time and storage.

Keywords asymptotic, extrapolation, nonlinear models, optimal design, prediction error, regularized

methods
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